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Les dérivées partielles de la formule de Black and Scholes expriment la sensibilité de la prime
d’une option aux petites variations des principaux paramétres : cours du sous-jacent,
volatilité, temps restant jusqu’a I’échéance, taux d’intérét sans risque.

Elles permettent de déterminer des indicateurs utilisés dans le cadre de la couverture d’un
portefeuille d’actions sous-jacentes.

1. Delta : formule et principe de couverture

i = = &
Soit A = delta du call S

avec :
oC = variation de la prime du call
0S = variation du cours de 1’action sous-jacente.

D’apres la formule de Black and Scholes :

In§+(r+i :
C = SO(d1)-Ee™d(dz) avec di = —E— 2" etdy = di-or
ot
Il est habituel de noter : o) _ f’(x). Donc ici :
%28) = C’(S) = dérivée de C par rapport a S
S | S
INS+rr+%7  InS+iners+ 0T In2r +TT |”®+TT
Par ailleurs : d; = —E 2 -_E 2_ - =
ot ovr ot ot
InS—In Ee-fw%
Doncd; =
' ovr

A=C’(S) =[SD(d1)-Ee"™D(d2)]” = 1.®[d1(S)]+S{D[d1(S)]}’-Ee ™ {D[d2(S)}’
dans la mesure ou :

uv)]}" = wvx)]. v(x).
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En outre, si ®(x) = 1 Xe_fdt alors @’(x) = 1 e2 =f(x
9= 7= (0= 7= ()
Dés lors :
A = ® (dy) + S.f[di(S)].d"1(S) -Ee™.f[d(S)].d"2 (S).
Or : d2(S)= d1 (S)- o /r alors, d’2(S)= d’1 (S)
Et:
1 _(dy-ovt)? 1 ,ﬁmlmﬁ,if 1 _df = o’
f(d,)=f(di-or)= —e 2 =_—_¢ =~ g 249V 2
(d;) =1 ) N2 N2 N2
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27 N2 Ee ™" 2 Ee ™"

S
Donc: f(d,)= f(dl).m

Par conséquent :
—_ 2 -I S )
A =® (di) + S.f(d1).d’1 - Ee™. f(dl).ﬁ. d’s.
En simplifiant par Ee™ et par S.f(d1).d’s, il ressort que :

Delta du call = x ®(dy)
Jo)

3 cas particuliers peuvent alors étre distingués :

ler cas : le call esttrés in the money :

En d’autres termes, S est trés supérieur au prix d’exercice actualisé en continu.

Dans ce cas : S >> Ee™ soit encore Ees-” —> +oo,
S o
In=2>_ +7T _
Dés lors: A = d(dl) = O y- ] = ®(+00) car lim Inx = +co quand x tend vers +oo.
ONT

2

t2 t
fe 2dt donc: ®(+w) = L.f}oe 2 dt
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Or:d(x) =

1
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Et comme

Conclusion :
Pour un call trés « in the money », le delta est donc égal a 1.

En d’autres termes, le call et I’action sous-jacente varient de la méme facon. Pour couvrir un
portefeuille constitué d’une action il convient donc de vendre un call tres in the money.

2éme cas : le call est trés out of the money

En d’autres termes : S << Ee-rt ce qui revient a écrire que : ng” —0

S ot
\ In Eorr T 2

Des lors : A=®(d1) = P[———F+——] = D(-0)

ot
t2
DoncA= 2. [ “e 2dt=0soit & =
Ner J:w oS
Conclusion

Il n’est donc pas possible de couvrir un portefeuille d’actions avec des calls trés out of the
money.

3eme cas : le call est « at the money »

En d’autres termes : S = Ee™

In_S 40T *r
. Eerr 2 2
Déslors: A=®(d)) =d[——F——]=P[—-4=]carlnl=0
0\/; ONT
Donc: A=®(di) = ®[-ZE]=P[ GT‘/;] = (D[G—‘/;] qui tend vers ®(0) quand t—0.
N 27 2

Or ®(0) =0,5. Donc A tend vers 0,5
Conclusion

Si le cours de I’action varie de 1, la prime du call varie de 0,5. Par conséquent pour couvrir un
portefeuille composé d’une action, il convient de vendre 2 calls.

Dans ce cas la perte réalisée sur 1’action en cas de baisse de son cours est compensée par le

gain réalisé sur le marché des options.

Par ailleurs, la formule de la parité call-put permet d’en déduire le delta du put. En effet :
3



P=C-S+ Ee " .Deslors:

Deltaduput = ® _C. §+E. ce

=Deltaducall -1 -0=®(d1) -1
0S oS 0S 0S

Finalement :
Delta du put = - ®(-d1)
Exemple 1

Une action dont le cours est de 120 € est support d’options (call et put) dont le prix d’exercice
est égal a 100 €, le date d’échéance fixée au 01/01/2003 et la volatilité estimée a 20%. En
outre le taux des OAT est de 6%.

Les primes C et P respectivement du call et du put, calculées le 01/01/2003 peuvent étre
déterminées par la formule de Black and Scholes :

Le taux sans risque continu est r = In(1+0,06) = 0,0583 = 5,83%.
(01/11/2003-01/01/2003) _

La durée restant jusqu’a 1I’échéance est 7 = 365 = 0,833 année
2
In 120 +(0,0583+ 0.20 ).0,833
dy = —100 2 =1,36

0,20.,/0,833
d2=1,36 -0,20,/0,833 =1,17

C = 120.d(1,36)~100.0:058X0833 y(1 17) = 25,69 €
P = 25,69 — 120 + 100. e 00583088 = ) 95 €

Le delta du call est égal a .®(1,36) = 0,91 et le delta du put & -d(-1,17) = -0,09.

En d’autres termes, une augmentation de 1 € du cours de 1’action sous-jacente se traduit par
une hausse de la prime du call de 0,91 € et une baisse de la prime du put de 0,09 €.

En effet, les primes respectives du call et du put correspondant a un cours du sous-jacent de
121 €, calculées a nouveau a I’aide de la formule de Black and Scholes s’établissent
respectivement a 26,61 € et 0,87 € :

2
In 121 +(0,0583+ 0.20
100

0,20.,/0,833

C = 121.0(1,40)-100.e005830833 (1 22) = 26,61 €
P =26,61—120 + 100. e00583x0833 =) 87 ¢

).0,833
d1 =

=140etd>=1,40-20,0,833=1,22



La prime du call, portée de 25,69 € a 26,61, a progressé de 0,92 € (montant trés voisin de
celui du delta du call égal & 0,91 €), tandis que la prime du put, ramenée de 0,95 € a 0,87 €, a
diminué de 0,08 € (montant trés voisin de celui du delta du put égal a -0,09 €).

Le léger écart (de I’ordre de 0,01 €) entre d’une part la variation des primes des options,
d’autre part leur delta s’explique par le mode de détermination du delta. Celui-ci a en effet été
calculé comme une dérivée de la prime par rapport au cours de 1’action sous-jacente. Or la
dérivée exprime la variation de la prime pour une tres petite variation de la variable
numérique (qui est ici le cours de 1’action sous-jacente). En d’autres termes, elle permet un
calcul plus précis de I’impact d’une variation de 0,01 € de 1’action sous-jacente.

2. Gamma
La mise en place d’une couverture s’appuie sur la formule du A = ®(d1). Or d; est fonction de
S ; par conseguent le A varie en permanence entre autres a cause de la variation du cours du
sous-jacent.
La couverture mise en place doit donc étre ajustée en permanence.
Le gamma mesure I’incidence d’une variation du cours du sous-jacent sur la valeur de A.
2 6A 2
En d’autres termes, [" = Y =A(S).

Comme A = ®(dy) alors : A’ = {®[dy(S)]}” = f[d1(S)]. d1’(S)

1 .5

Avec, comme précédemment, f(x) = T.eT qui représente la densité de probabilité de la
T
loi normale centrée réduite.
Donc:
I" du call = oA _ (dy)
Sor
In_S ot
E —rr —x2
avecth= ——— etf(x)= —+—.e?2
. or ) N2

Le gamma mesure I’incidence d’une variation du cours de ’action sous-jacente sur le delta,
c¢’est-a-dire sur le nombre de calls qu’il faut vendre pour couvrir un portefeuille d’actions.

I" est maximum lorsque :

- rvoisin est voisin de 0. C’est le cas lorsque les options sont courtes ou que leur date
d’échéance est proche ;



- f(d1) est maximum c’est-a-dire lorsque di = 0. C’est le cas lorsque, pour des options
courtes (7 voisin de 0),

Eesf” = 1 ce qui revient & écrire: S = Ee™ , expression qui

caractérise une option at the money

Conclusion

Le ajustements quotidiens de la couverture d’un portefeuille d’action sont d’autant plus
importants qu’il a été couvert par la vente de calls proches de la monnaie.

Par ailleurs, la formule de la parité call-put permet d’en déduire le delta du put. En effet :
P=C-S+ Ee ".Déslors:

0°P _ 9°C 0°S o%e™™”
+E

~ = T ) 5 = Gammadu call -0 -0 = Gamma du call
oS oS oS oS

Gamma du put =

Finalement :

f(d,)
Sovr

Gamma du put = gamma du call =

Exemple 2

Le gamma des options de I’exemple 1 exprime la variation des deltas pour une variation du
cours de I’action sous-jacente de 1 € :

Dans la mesure ot di1=1,36:
—1,362

f(dy) = ﬁ.ez =0,16

0,16

120x0,20./0.833

Ce montant est voisin des variations des deltas des options. En effet, dans 1’hypothése d’un
cours de I’action sous-jacente de 121 € :

Gamma du call et du put =

0,01 €.

Delta du call = ®(1,40) = 0,92
Delta du put = -®(-1,22) = -0,08

La progression de 1 € du cours de 1’action sous-jacente a donc porte le delta du call de 0,91 €
a 0,92 €, soit une progression de 0,01 € le delta du put de —0,09 € a 0,08 €, soit encore une
progression de 0,01 €, égal au montant du gamma.



3. Véga

Il mesure I’incidence d’une variation de la volatilité sur le cours du sous-jacent. En d’autres

termes : Véga = o« _ C’(o) avec :
oo

S_ ot
In Eer ' 2

ot

C’(0) =S{®[di(o)]} -Ee™{®[d(c)]}’

C = S®(d1)-Ee"®(dy), d1 = etdo = di-or

= S.f[d1(0)].d"1(c) - Ee™ f[d2(c)].d"2 (o)

S
Or: f(d,))= f(d).———
)= 1(0)z

Et : d2(c)= d1 (6)- o vz donc, d’2(c)= d’1 (o) - vz

Par conséquent :

C'(6) = S.H(d).ds - Ee™, f(dl).%.( d'1- V7).

N S e S
= Sf(dy).d's - B f(d)) o d'u+ BT (d) Jr).

En simplifiant par Ee™ puis par S.f(d1).d’1 on en déduit que :

Véga du call = gC_G = S.f(d1). V7

Le Véga est maximum lorsque :

- f(d1) est maximum, ¢’est-a-dire lorsque di = 0. L’option est alors at the money ;

- lorsque t tant vers oo, c’est-a-dire lorsque que 1’option est longue et sa date d’échéance
éloignée.

Par ailleurs, la formule de la parité call-put permet d’en déduire le delta du put. En effet :

P=C-S+ Ee " .Deslors:



Végaduput = Pk _C §+E. ce
oo 0o Ooc oo

=Vegaducall-0-0

Finalement :
Véga du call = véga du put = S.f(d1). vz
Exemple 3

Le véga des options de I’exemple 1 exprime la variation des primes des options engendrée par
une variation de la volatilité de 1, c¢’est-a-dire de 100% :

Dans la mesure ou f(d1) =0,16:

Véga du call et du put = 120x0,16x,/0,833 = 17 €. Par conséquent, pour une variation de la
volatilité limitée a 1%, le véga s’établit a 0,17 €.

Ce montant est voisin des variations des deltas des options. En effet, dans I’hypothése d’un
cours de 1I’action sous-jacente de 120 € et d’une volatilité de 21% :

2
In29 (0.0583+ 22Y 0833
100

di = =1,30

0,21.,/0,833

d2=1,30-0,21,0,833=1,11

C = 120.d(1,30)-100.e0:0580833 qy(1 11) = 25,87 €
P = 25,87 — 120 + 100, g00583:0833— | 14 ¢,

La prime du call, portée de 25,69 € a 25,87 €, a progressé de 0,18 € tandis que la prime du
put, portée de 0,95 € a 1,14 €, a également progressé de 0,18 €, montant trés voisin de celui du
véga des options égal a 0,17 €.



4. Théta

Il mesure ’incidence d’une variation de la durée restant jusqu’a I’échéance sur le cours du
sous-jacent.

En d’autres termes Théta= 6= (2—C= C(7)
T

avec C = SO(dy)-Ee"™®(d2)

In Sfr LT

0 =C’(7r)= S{®[d(7)]} +r.Ee"™D[d2(7 )]-Ee"{D[d2(7 )]} avec d1 = _Eer 2
ovr
etdz(7) = di(r )-c v/ donc : d’Z(T)Zd’l(T)-%
Par ailleurs : {®[di(7)]} = fldi(7)].d’1(7)
Et {®[dx(7)]}’= fId2(7)].d’2(7)
Donc :
0 =C’(7) = S.f[du(7)].d"1(7 )+r.Ee™D[da( 7 )]-Ee™ .f[do(7 )].d2(7 )
Enoutre: f(d,)= f(dl).%
Ee™
Dans ce cas :
0 = S.1[d,(r)].d"1(7 )+r.Ee™D[dy( 7 )]-Ee . f[dl(T)].%. [d’l(r)-%]
= S.f[d,(£)].d"2(7 )*+r.Ee™®[do( 7 )]- S. T [d,()]. [d’(7 )-%].
T

En simplifiant par S.f[d,(z)].d’1(7):

Théta du call = Z—C = r.Ee™d(dy)+S.f (d,) .~
T

2V
La formule de la parité call-put permet d’en déduire le théta du put. En effet :
P=C-S+ Ee™.

Dés lors :

Thétadu put = P o §+E. ce
or 0Ot Or or

=Thétaducall—-0-rEe™"




= 1.Ee™®[do(7 )]+ S.T[d,(r)] .- 2= -TEe™"

27
= 1.Ee™™ {®[da(7 )]-1}+S.F[d,(7)] %
Théta du put = -r.Ee™ d(-dy)+S.f(d,) %

Exemple 4

Le théta des options de 1’exemple 1 exprime la variation des primes des options engendrée par
une variation d’un an de la durée restant jusqu’a I’échéance :

0,20

2,/0,833

0,20

=1,
2,/0,833

Il est alors possible d’en déduire I’'impact du rapprochement d’une journée de la date
d’échéance :

Théta du call = 0,0583 x 100e0.9°83%0833¢y(1 36)+100x0,16 =6,97 €

Théta du put = -0,0583 x 100609582 X083 (1 36)+100x0,16 X 42 €

Théta du call = g =-0,02€
365

Théta du put = - L4z _ -0,00 €
365

Dans I’hypothése ou les valorisation des options est réalisée le 02/01/2003 (rapprochement
d’une journée de la date d’échéance) :

.= (01/11/2003-02/01/2003)

= 0,830 année
365
2
In 120 +(0,0583+ 0,20 ).0,830
dy = —2100 =136
0,20.,/0,830

d>=1,36 -0,20,/0,830 = 1,17

C = 120.9(1,36)-100.e0.0583x0830 y(1 17) = 25,67 €

P = 25,69 — 120 + 100. g00583x0830 = 95 €,

La prime du call, ramenée de 25,69 € a 25,67 €, a diminué de 0,02 € (montant égal a celui du
théta du call), tandis que la prime du put, est restée quasiment inchangée (théta voisin de 0 €).
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5. Rho

Il mesure I’incidence d’une variation du taux sans risque sur le cours de I’action sous-jacente.

En d’autres termes Rho= p= 68_(;: C(r)

avec C = SO(dy)-Ee"™®(d2)
n_S_ .o

Eerr 2

p=C(r) = S{®[d(r)]}’+ 7 Ee"D[d2(r)]-Ee"{D[d2(1)]} avec d1 =
ot

et do(7) = di(7 )-o vz donc : d’a(r) = d°1®
Par ailleurs : {®[d1(r)]}’= f[d(r)].d’1(r)

Et {D[d2(r)]}’= fTd2(r)].d’2(r)

Donc:

p =C(1)= S.di(r)].d"1(n)+ 7 .EeD[da(r)]-Ee™ fda(r)].d2(r)

En outre :
S
f(d,)= f(d,).
(d)= f(d)z =
Dans ce cas :
p = S.f[d,(r)].d’1(n)+ 7 .Ee"D[d2(r)]-Ee"™ . f[d,(r)]. E:‘” .d’1(r)

En simplifiant par S.f[d,(r)].d"s(r) :
Rho du call = aa—(r::r Ee™d(d2)

La formule de la parité call-put permet d’en déduire le rho du put.

Rhoduput = ®_x. §+E. ce

or or or or

r =Rhoducall-0-7.Ee™

7 .Ee"D(d2) - 7. Ee™"”

r . Ee " [1-0(dy)]

11



Par conséquent :

Rhoduput= 7.Ee ™" .D(-d2)

Exemple 5

Le rho des options de I’exemple 1 exprime la variation des primes des options engendrée par

une variation de 1, soit 100%, du taux sans risque
Rho du call = 0,833 x 100.e%83X083¢(1,17) =70 €

Rho du put = 0,833 x 100.e 083083 (-1,17) = 0,833 x 100.e083X083[p(1,17)-1] =-10 €
11 est alors possible d’en déduire I’impact d’une variation de 1% du taux sans risque :

70

Rho du call = =0,70€
100

Rho du put = - 10 _ -0,10€
100

Dans I’hypothése ou le taux sans risque continu est porté a 6,83%

2
In29 . (0.0683+ 2% 0833
100

di = =1,40

0,20.,/0,833

d>=1,40-0,20,/0,833 =1,22

C = 120.d(1,40)-100.e70:068x0833 y(1 27) = 26,39 €
P = 26,39 — 120 + 100. g0.08830:833— () 8¢ €.

La prime du call, portée de 25,69 € a 26,39 €, a progressé de 0,70 € (montant égal a celui du

rho du call), tandis que la prime du put, ramenée de 0,95 € a 0,86 € est réduite de 0,09 €
(montant voisin du rho du put égal a 0,10€).
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La synthese des

résultats des 5 exemples est présentée ci-apres :

Tableau n°1 : exemple de mise évidence du delta, du gamma,
du theta et du rho d’un call et d’un put

Analyse de sensibilit é de la prime a une variation

Cas de base du cours de la de la dur ée
Montants en € du sous -jacent volatilit é jusqu' a I'échéance
Date de I' évaluation 01/01/2003 01/01/2003 01/01/2003 02/01/2003 01/01/2003
Date d' échéance des options 01/11/2003 01/11/2003 01/11/2003 01/11/2003 01/11/2003
Cours comptant de l'action sous -jacente 120 121 120 120 120
Prix d'exercice 100 100 100 100 100
Taux sans risque (OAT 10 ans) observ é 6,00% 6,00 % 6,00% 6,00 % 7,07%
Taux sans risque continu 5,83% 5,83% 5,83% 5,83%
Durée restant jusqu' a I'échéance (en ann ées) 0,833 0,833 0,833 0,830 0,833
Volatilit & 20% 20% 21% 20% 20%
di 1,36 1,40 1,30 1,36 1,40
d2 1,17 1,22 111 1,17 1,22
F(d1) 0,9125 0,9195 0,9033 0,9126 0,9195
F(d2) 0,8797 0,8886 0,8662 0,8800 0,8886
Valeur du call 25,69 26,61 25,87 25,67 26,39
Valeur du put 0,95 0,87 1,14 0,95 0,86
Variation de la valeur du call 0,92 0,18 (0,02)
Variation de la valeur du put (0,08) 0,18 (0,00)
f(d1) 0,16
Delta call (1) 0,91 0,92
Delta put (1) (0,09) (0,08)
Végacall (2) 0,17
Végaput (2) 0,17
Théta call (3) (6,97)
Théta put (3) (1,42)
Rho call (4)
Rho put (4)
Variation du delta du call 0,01
Variation du delta du put 0,01
Gamme call 0,01
Gamme put 0,01

(1) : variation de la prime de l'option pour une augmentation du cours de l'action sous
(2) : variation de la prime de l'option pour une augmentation de la volatilit
(3) : variation de la prime de l'option pour une r
(4) : variation de la prime de l'option pour une augmentation de la taux sans risque de

-jacentede 1€

¢ de l'action sous -jacente de 1%
ée restant jusqu' a I'échéance
1%

éductionde 1 an de ladur

NB : F est la fonction de r épartition de la loi normale centr ée réduite et f sa densit é.
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